Name:
Mathematik
Klasse: Datum:
Substitution
Substitution eines Teilterms (Typ 1)
Beispiel 1
Gesucht ist die Stammfunktion von f(x) = (5x+1)>.
Substituiere Differenziere Stelle um
., dz 1
(1) z:=gX)=5%+1 < z'=g'x)=—=5 < dx==-dz
dx 5
Substituiere Integriere Resubstituiere
1 1 1 1
(2) F(x)=J‘(5x+1)3 dx :Iz3 =dz ==z -=+C =—z"+C :i(5x+1)4 +C
5 4 5 20 20
Beispiel 2
Gesucht ist die Stammfunktion von f(x) = (5x* +1)* -10x.
Substituiere Differenziere Stelle um
) . dz 1
(1) z:=gx)=5x"+1 < z'=g'(x)=—=10x < dx=—0dz
dx 10x
Substituiere Integriere Resubstituiere

(2) F(X)=I(5x2+1)3-10xdx =Iz3-10x-idz =Iz3 dz =150 4c =1(5x2+1)4+c
10x 4 4

Beispiel 3

Gesucht ist die Stammfunktion von f(x) = cos(5x*)-6x .

Substituiere Differenziere Stelle um
. dz 1
(1) z:=g(x)=5x* < 72'=g'x)=—=10x < dx=—dz
dx 10x
Substituiere Integriere Resubstituiere

cos(z) -6x

(2) F(X)=Jcos(5x2)-6xdx :J' o

6 6 3
dz =|—cos(z)dz =—sin(z)+C ==sinl5x* )+C
-[10 (2 10 @ 5 ( )
Diese Form der Substitution funktioniert nur, wenn zu integrierende Funktion f(x) (bis auf konstante

Werte) die Form f(x)=a(i(x))-i'(x) aufweist. Dann gilt ndmlich: F(x) =Ia( i(x))-i'(x)dx = Ia(z) dz=A(2).
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Name:
Mathematik

Klasse: Datum:
Substitution
Aufgaben

Bestimme jeweils die Stammfunktion mit Hilfe der angegebenen Substitution vom Typ 1.

1.1 f(x)=cos(2x+3) Substitution: z=2x+3
1 ¢ 1
1.2 f(x):(gx+5j Substitution: Z:§X+5
13 f(x)=12x>-e* Substitution: z=Xx
X3 4
14 f(X)=——F— Substitution: z=x +1
X" +2x" +1
2X . . 2
1.5 f(x)= Substitution: z=x"+8
x> +8
1.6 f(x):; Substitution: z=a’—x>
2 2
a- —x
1.7 f(x)=sin(x)-cos?(x) Substitution:  z =cos(x)
sin(x) o
1.8 f(x):—4 Substitution:  z=cos(x)
cos” (x)
1 N
1.9 f(x)=T Substitution:  z=tan(x)
sin“(x)

Tipp: Verwende den , Trigonometrischen Pythagoras” sin”(x)+cos” (x)=1.

Zwischeniibungen

Die Ergebnisse der Zwischenilibungen werden in den nachfolgenden Ausfiihrungen und Aufgaben
benotigt. Sie kdnnen aber auch verwendet werden, ohne sie nachzurechnen!

2.1 Zeige unter Verwendung des , Trigonometrischen Pythagoras”, dass cos(arcsin(x))= 1-x°

2.2 Zeige, dass F(x)= %(sin(x)-cos(x)+x) die Stammfunktion von f(x) = cos®(x) ist.

Verwende hierfiir die Partielle Integration (Produktintegration)!

2.3 Zeige durch implizites Differenzieren, dass f'(x) = die Ableitung von f(x) =arcsinf) ist.

1-x?

24 zeige a"" =p"@.
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Mathematik

Klasse: Datum:

Substitution

Substitution der Integrationsvariablen (Typ 2)

Leider liegt die zu integrierende Funktion in der Regel nicht in der Typ-1-Form f(x) =a(i(x))-i'(x)vor.

Dann kann man eine Typ-2-Substitution versuchen, bei der die Integrationsvariable x selbst durch

einen Term t(z) substituiert wird, so dass das Integral If(x) dx in ein hoffentlich leichter I6sbares

Integral J.f( t(z) ) - t'(z) dz transformiert wird. Dabei ist man nicht an eine bestimmte Substitution ge-

bunden, sondern kann mit beliebigen Termen experimentieren. Sinnvollerweise wahlt man diesen
jedoch so, dass ein unangenehmer Teil des Integrals (wie z.B. einen Wurzel) wegfillt. Beliebte Substi-

1 .
tutionsterme sind x =z%, x == und - wegen des Trigonometrischen Pythagoras - x =sin(z) .
z

Beispiel 4

Gesucht sind die Stammfunktion von f(x) = !
1-x?

(1)  Substituiere Differenziere Stelle um

X =sinz) & :—X =cos(z) & dx =cos(z) dz
z

(2)  Stelle um fiir Riicksubstitution

X =sin(z) < z=arcsinf)

(3) Substituiere Integriere Resubstituiere

cos(z)

1 1
=|—d = . ()d ==L _dz=1|1d 3 _ .
J-“l_xz ' Im A I\/cosz(z) i '[ ? =z =arcsing)

F(x)

Bestimmte Integrale berechnen

Um bestimmte Integrale zu berechnen, bestimmt man zunachst die Stammfunktion mittels Substitu-
tion und verwendet diese dann mit Integrationsgrenzen.

Beispiel 5

Gesucht sind die Stammfunktion von f(x) =+v1—x? (Halbkreis iiber der x-Achse mit Radius 1) und
dessen Flacheninhalt. Aus Aufgabe 3.1 ergibt sich:

A:iﬁdx:{%(wﬁ+arcsin(x))}l :(2)—(—2}:2

4 4 2
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Mathematik

Substitution

Aufgaben

Name:

Klasse: Datum:

Bestimme jeweils die Stammfunktion mit Hilfe der angegebenen Substitution vom Typ 2.

Der Ergebnisse der Aufgaben 2.1 bis 2.4 kénnen dabei sehr niitzlich fiir die Umformungen sein!

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

f(x) = vV1—x>
f(x) =v9—x2

f(x) =cos(x)-e

f(x)=a*-e*
f(X) — eex+x

1
flx) = x In(x)
fx) = N

X

2
flx) = —2=
=y

sin(x)

f(x) :sin(m)

f(x) = —
1-x
1
f(x)=———
x-vVx? -1
2
f(x) =
() Y

f(x) =X +1

scoogle.de

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

Substitution:

X = sin(z)

x =3sin(z)
X =arcsing)
x =In(z)

x =1n(z)

Beachte:

Beachte:

Beachte:

Beachte:

Beachte:

Beachte:

Beachte:

Beachte:

e* und In(x) heben sich auf!

e*und In(x) heben sich auf!

e”und In(x) heben sich auf!

e* und In(x) heben sich auf!
x=z-1 & z=x+1

x=2"+1 = z=+/x-1

x=1-2> = z=+1-x

x:(z—l)2 = z=+/x+1
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Name:

Mathematik

Substitution

Klasse: Datum:

Losungen zu den Aufgaben
Aufgabe 1.1
dz

(1) z=2x4+3 & —=2 & dx=1dz
dx 2

1 1. 1.
(2) Flx)= Icos(2x+3) dx = J.cos(z)E dz = Esm(z)+c =3 sin(2x+3)+C

Aufgabe 1.2

Aufgabe 1.3

1) z=x> < E=3x2 = dx=i2dz
dx 3x

3 1 3
(2)  Fx)=|12x*-e*dx=|12x*-e*-——dz=|4e’dz=4e’+C=4¢e* +C
3x°

Aufgabe 1.4

d 1
1) z2=x"+1 & Z_4y® o dx = ——-dz
dx 4 x

3 3
X

3
X X 1 1 1 1
(2) F(X)=J. dX=I dX=J.—- dz:J. dz=——+C==- +C
x® +2x* +1 (x4+1)2 2?2 4x3 47° 4z 4ix4+1i

Aufgabe 1.5

(1) z=x’+8 < E=2x = dx=idz

dx 2X
2X 2x 1 1
2) Fx)=|——dx=|2 —dz=|—=dz=-2Vz+C=-2x>+8+C
il WAl -
Aufgabe 1.6
(2) z=a’-x’* < E:—2x & dx:—idz
dx 2x
X X 1 1
(2) Fx)=|—=dx= —[——jdz= ———dz=+z+C=+a%? —x* +C
J. /a2 _XZ J.\/; 2X j 2\/;
Aufgabe 1.7
(1) z=cos(x) < Ezsin(x) & dx=— dz
dx sin(x)
1

(2) F(x)=jsin(x)-cosz(x) dx:jsin(x)-zz- dz:jz2 dz:%z3 +C:§cos3(x)+c

sin(x)
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Klasse: Datum:
Substitution
Aufgabe 1.8
(1) z=cos(x) < E=sin(x) & dx=— dz
dx sin(x)
sin(x) sin(x) 1 1 1 1
= dx = . dz=|l—-dz=——+C=-—~
) Fi jcos“(x) X -[ 2% sin(x) ’ J.z“ s ¢ 3cos3(x)+
Aufgabe 1.9
. 2 .2
(2) z=tan(x)=sm(x) = Ezcos () +sin (x): L < dx=cos?(x)dz
cos(x) dx cos?(x) cos?(X)
(2) Aus tan(x)= sin(x) folgt auBerdem sin(x) = cos(x)-tan(x) .
cos(x)
1 1 cos? (x) 1 1 1
3 = dx = dx=|———dz=|—=>dz=—-+C=—
3) F J’sinz(x) X Icosz(x)-tanz(x) X J‘cosz(x)-zz ’ J‘zz ’ z+ tan(x)

Aufgabe 2.1

sin’(z)+cos’(z)=1 < cos’(z)=1—sin’(2)

= cos’(arcsin(x))=1-sin*(arcsin(x))=1-x> = cos(arcsin(x))=v1-x

Aufgabe 2.2

jcosz(x)dx = j cos(x) - cos(x) dx = sin(x) - cos(x) — j sin(x)- (—sin(x)) dz = sin(x)-cos(x)+jsin2(x) dz
— sin(x)- cos(x) + j 1—cos?(x) dz = sin(x)- cos(x) + X — J' cos?(x) dz

= ZIcosz(x)dx=sin(x)-cos(x)+x = F(x)=J‘cosz(x)dx=%(sin(x)-cos(x)+x)

Aufgabe 2.3
(1) vy definieren: y :=f(x) =arcsin(x)
(2)  Sinus anwenden: sin(y) =sin(arcsin(x)) = x
(3) Nach x ableiten: cos(y)-y' =1 (Kettenregel!)
1
(4)  Nach y'auflgsen: =
cos(y)
Y/ 1 1
5 Termumformungen: = =
Gl & \/cosz(y) \/1—sin2 (y)
y' ! !
6 einsetzen: = =
6 v \/1—sin2 (arcsin(x)) \/l—x2
Aufgabe 2.4

ght) _ (eln(a) )ln(b) _ () _ gnlb}in(a) _ (eln(b) )ln(a) —ph@
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Aufgabe 3.1

(1)  x=sinz) < %zcos(z) & dx=cos(z) dz

(2) x=sin(z) < z=arcsin(x)

(3)  Fx)=[V1-x*dx = [1-sin?(2) -cos(z) dz = [ y/cos? (2) -cos(z) dz = [ cos?(z) dz
2%(sin(z) -cos(z)+2)+C= %(sin(a rcsin(x)) - cos(arcsin(x)) +arcsin(x))+C
zi%(x.ﬂ +arcsin(x))+C

Aufgabe 3.2

(1) x=3sin(z) < :—X:?,cos(z) & dx=3cos(z) dz
z

(2) x=3sin(z) < z=arcsin(§j

(3) F(x) =I\/9—x2dx =J.,/9—9 sin?(z) -3 cos(z) dz =J-1/9-il—sin2(z))-3 cos(z) dz

= J.\/9~cos2 (z) -3 cos(z)dz = '[3 cos(z)-3 cos(z) dz = 9J cos’(z) dz ZZl%(Sin(Z)‘COS(Z)-FZ)

o)

2.29
= —(io\ﬂ—xz +arcsin(§D+C

23

=§(x-\/l—x2 +3-arcsin(§D+C

Aufgabe 3.3

(1) x=arcsin(z) < d_x= ! & dx= !

dz 1-2° 1-2°

(2) x=arcsin(z) < z=sin(x)

dz

: . . 23
(3) F(x)= jcos(x)-es'”(x)dx = jcos(arcsin(z))-es'”(ar“'“z” -%dz = lel—zz et L

1-2° 1-27°

=e*+C=e""™ 4
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Aufgabe 3.4

(1) x=In(z2) < d—le & dx=1dz
dz z

(2) x=In(z)  z=¢€"

(3)  Flx)= Iax ¥ dx = Ia'“(z) e Ly Ia'”‘z’ 214z =fa'“‘2) dz 22.[2'”‘3’ dz=—+ e C
z z

In(a)+1
In(a)+1 x \n(@+1 x.|In(a)+1 x-In(a)+x xIn(@ .x X X
_z +C:(e) +:e‘ | _e a++czea-e+:a-e+
In(a)+1 In(a)+1 In(a)+1 In(a)+1 In(a)+1 In(a)+1
Aufgabe 3.5
d 1 1
1) x=Iz) o =2 o dx="dz
dz z z
(2) x=In(z) & z=¢€"
.o ee'"(l)+ln(z) e? 'eln(z) e?.z )
3 F(x)=|e® ™ dx= dz= dz = dz=|e’dz=e*+C=e® +C
3 =] e B e |
Aufgabe 3.6
(1) x=e* < d—X:eZ & dx=e’dz
dz
(2) x=e* < z=In(x)
1 1 1
3 F(x) = dx = -e’dz=|=dz=In(z)+C=In(In(x))+C
3) ) len(x) J.ez In(e®) J-z ) (in(x)
Aufgabe 3.7
(1) x=e* < d—X:ez & dx=e’dz
dz
(2) x=e' < z=In(x)
In(x) In(ez) z z 1 z 1
3) Fx)=|—dx=|—Hle"dz=|—dz=——+|—dz+C=———-—+C
( ) J. XZ .[(eZ)Z .[ez ez Iez ez ez
e e X X X
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Aufgabe 3.8

1) x=z-1 & j—le & dx=dz
z

(2) x=z-1 < z=x+1

2 2 2 2 2
Bl I(x+1)2 g '[(z—1+1)2 ’ Iz2 =T il

Aufgabe 3.9

(1) x=2"+1 < j—X=22 & dx=2zdz
z

2) x=2241 = z=+/x-1

(3) Fx)= J.sin(\/x—l)dx = Isin(\/zz +1—1)-2 zdz= IZ z-sin(z)dz=-2z cos(z)+2jcos(z) dz+C
=-22zcos(z)+2sin(z)+C=-2+vx—1 cos(vVx—1)+2sin(vx—1)+C
Aufgabe 3.10

PN d—x=—22 & dx=-2zdz

1 x=1-z
(1) &

(2) x=1-22 = z=+1-x

3_
—Zz)dz:I£d2=2_[zz—1dz=2-[§z3—zj+c

X 1-2°
(3) F(x)zjmdx:jm.( =
:gz-(zz—3)+C=§\/1—x-(\/1—x2—3)+C=§\/l—x-(1—x—3)+C=—§(x+2)\/1—x+C

Aufgabe 3.11

1 dx 1
1 X== — = dx=——dz
1) z dz 72 2’
(2) x=1 = z:1
z X
(3) F(x)—J. ! dx:j ! (izjdz=—j z dz=—I ! &
x-vVx? -1 1 (1) z , |1 1
<. () -1 A N
1 23 1
=— dz=- dz =—arcsin(z)+C= —arcsin[—jJrC
.[ (1 ) j ll 7 X
27| —-1
2
z
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Aufgabe 3.12
z—1 dx 2 2
1 X=—— & —= & dx=—dz
) z+1 dz  (z+1) (z+1)
(2) x=z;i o x(z+1)=z-1 © xz+x=2-1 & xz—-z=-1-x < z(x-1)=—(1+x)
Z+
1+x 1+x
& z=—="
x—1 1-x
2 2 2 2 2
3)  Fix)= dx = . dz= : dz
B F=[ I(z_ljz Gy I(z—l)z_(z+1)2 Gy

z+1 (z+1)2 (erl)2

B 2 2 2(z+1) ,
lovmr mr e ereny (z+1)2 ol z+1) ‘
(z+1)2
4 4 1 1+x
:I(zz—22+1)—(22+22+1)dzz _—42dz:—I;dz=—ln(z)+C=—In(Ej+C

Aufgabe 3.13

1) x=(z-1) < j—X=2(2—1)=22—2 & dx=(22-2)dz
z

2) x=Ez-1 = z=+/x+1
(3)  F(x) J.\/ ldx= IJ_ 22— 2dz——z2 22 2 I—zz -2dz+C
2, 22-2)-2.2,2,4 =1 \/—(22 2)——\/—+c— ;520 ——z\/—+C
3 35 15

=%\/z_3-(52—5—22)+C=14\/—(32 5)+C= \/(\/_+1) ((&+1)—5)+c
=i5 (Vx+1) -Bvx—2)+c
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