
 Name: 

Klasse: Datum: 

 

 

Mathematik  

Substitution 
 

 

 

 

Seite 1/10 

 

 www.scoogle.de/start.php?id=12222 

 Autor: Ingo Ostwald (30.12.2015) 

   
    

 

Substitution eines Teilterms (Typ 1) 

Beispiel  1 

Gesucht ist die Stammfunktion von 3)1x5()x(f  . 

 Substituiere  Differenziere  Stelle um 

(1) 1x5)x(g:z     5
dx

dz
)x(gz     dz

5

1
dx   

 

  Substituiere Integriere  Resubstituiere 

(2) dx)1x5()x(F 3

   dz
5

1
z3

   C
5

1
z

4

1 4   Cz
20

1 4     C1x5
20

1 4
  

Beispiel 2  

Gesucht ist die Stammfunktion von x10)1x5()x(f 32  . 

 Substituiere  Differenziere  Stelle um 

(1) 1x5)x(g:z 2     x10
dx

dz
)x(gz     dz

x10

1
dx   

 

  Substituiere  Integriere Resubstituiere 

(2) dxx10)1x5()x(F 32

   dz
x10

1
x10z3

   dzz3

  Cz
4

1 4     C1x5
4

1 42   

Beispiel  3 

Gesucht ist die Stammfunktion von x6)x5cos()x(f 2  . 

 Substituiere  Differenziere  Stelle um 

(1) 2x5)x(g:z     x10
dx

dz
)x(gz     dz

x10

1
dx   

 

  Substituiere  Integriere Resubstituiere 

(2)   dxx6x5cos)x(F 2

   dz
x10

x6)zcos(



  dz)zcos(

10

6
  C)zsin(

10

6
    Cx5sin

5

3 2   

Diese Form der Substitution funktioniert nur, wenn zu integrierende Funktion f(x) (bis auf konstante 

Werte) die Form )x(i))x(i(a)x(f  aufweist. Dann gilt nämlich: )z(Adz)z(adx)x(i))x(i(a)x(F   . 

  



 Name: 

Klasse: Datum: 

 

 

Mathematik  

Substitution 
 

 

 

 

Seite 2/10 

 

 www.scoogle.de/start.php?id=12222 

 Autor: Ingo Ostwald (30.12.2015) 

   
    

 

Aufgaben 

Bestimme jeweils die Stammfunktion mit Hilfe der angegebenen Substitution vom Typ 1. 

1.1 )3x2cos()x(f    Substitution: 3x2z   

1.2 
4

5x
5

1
)x(f 








   Substitution: 5x

5

1
z   

1.3 
2x2 ex12)x(f    Substitution: 

3xz   

1.4 
1x2x

x
)x(f

48

3


  Substitution: 1xz 4   

1.5 
8x

x2
)x(f

2 
   Substitution: 8xz 2   

1.6 
22 xa

x
)x(f


   Substitution: 22 xaz   

1.7 )x(cos)xsin()x(f 2  Substitution: )xcos(z   

1.8 
)x(cos

)xsin(
)x(f

4
    Substitution: )xcos(z   

1.9 
)x(sin

1
)x(f

2
   Substitution: )xtan(z   

Tipp: Verwende den „Trigonometrischen Pythagoras“ 1)x(cos)x(sin 22  . 

Zwischenübungen 

Die Ergebnisse der Zwischenübungen werden in den nachfolgenden Ausführungen und Aufgaben 

benötigt. Sie können aber auch verwendet werden, ohne sie nachzurechnen! 

2.1 Zeige unter Verwendung des „Trigonometrischen Pythagoras“, dass    2x1xarcsincos  . 

2.2 Zeige, dass  x)xcos()xsin(
2

1
)x(F   die Stammfunktion von )x(cos)x(f 2  ist. 

Verwende hierfür die Partielle Integration (Produktintegration)! 

2.3 Zeige durch implizites Differenzieren, dass 
2x1

1
)x(f


 die Ableitung von )xarcsin()x(f  ist. 

2.4 Zeige )aln()bln( ba  . 
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Substitution der Integrationsvariablen (Typ 2) 

Leider liegt die zu integrierende Funktion in der Regel nicht in der Typ-1-Form )x(i))x(i(a)x(f  vor. 

Dann kann man eine Typ-2-Substitution versuchen, bei der die Integrationsvariable x selbst durch 

einen Term t(z) substituiert wird, so dass das Integral  dx)x(f  in ein hoffentlich leichter lösbares 

Integral   dz)z(t))z(t(f transformiert wird. Dabei ist man nicht an eine bestimmte Substitution ge-

bunden, sondern kann mit beliebigen Termen experimentieren. Sinnvollerweise wählt man diesen 

jedoch so, dass ein unangenehmer Teil des Integrals (wie z.B. einen Wurzel) wegfällt. Beliebte Substi-

tutionsterme sind 2zx  , 
z

1
x   und - wegen des Trigonometrischen Pythagoras - )zsin(x  . 

Beispiel 4 

Gesucht sind die Stammfunktion von 
2x1

1
)x(f


 . 

(1) Substituiere  Differenziere  Stelle um 

 )zsin(x     )zcos(
dz

dx
    dz)zcos(dx   

      

(2) Stelle um für Rücksubstitution 

 )zsin(x     )xarcsin(z   
 

(3)  Substituiere Integriere Resubstituiere 

 


 dx
x1

1
)x(F

2
  


 dz)zcos(

)z(sin1

1
2

   dz1dz
)z(cos

)zcos(
2

 z  )xarcsin(  

Bestimmte Integrale berechnen 

Um bestimmte Integrale zu berechnen, bestimmt man zunächst die Stammfunktion mittels Substitu-

tion und verwendet diese dann mit Integrationsgrenzen. 

Beispiel 5 

Gesucht sind die Stammfunktion von 2x1)x(f  (Halbkreis über der x-Achse mit Radius 1) und 

dessen Flächeninhalt. Aus Aufgabe 3.1 ergibt sich: 

 
244

)xarcsin(x1x
2

1
dxx1A

1

1

2
1

1

2 
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Aufgaben 

Bestimme jeweils die Stammfunktion mit Hilfe der angegebenen Substitution vom Typ 2. 

Der Ergebnisse der Aufgaben 2.1 bis 2.4 können dabei sehr nützlich für die Umformungen sein! 

3.1 2x1)x(f    Substitution: )zsin(x   

3.2 2x9)x(f    Substitution: )zsin(3x   

3.3 )xsin(e)xcos()x(f   Substitution: )zarcsin(x   

3.4 xx ea)x(f    Substitution: )zln(x   Beachte: xe und ln(x) heben sich auf! 

3.5 xex

e)x(f    Substitution: )zln(x   Beachte: xe und ln(x) heben sich auf! 

3.6 
)xln(x

1
)x(f    Substitution: zex    Beachte: xe und ln(x) heben sich auf! 

3.7 
2x

)xln(
)x(f    Substitution: zex    Beachte: xe und ln(x) heben sich auf! 

3.8 
 21x

2
)x(f


   Substitution: 1zx   Beachte:   1xz1zx   

3.9  1xsin)x(f     Substitution: 1zx 2   Beachte:   1xz1zx 2   

3.10 
x1

x
)x(f


   Substitution: 2z1x   Beachte:   x1zz1x 2   

3.11 
1xx

1
)x(f

2 
   Substitution: 

z

1
x   

3.12 
1x

2
)x(f

2 
   Substitution: 

1z

1z
x




  

3.13 1x)x(f    Substitution:  21zx    Beachte:     1xz1zx 2
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Lösungen zu den Aufgaben 

Aufgabe 1.1 

(1) dz
2

1
dx2

dx

dz
3x2z   

(2)   C)3x2sin(
2

1
c)zsin(

2

1
dz

2

1
)zcos(dx3x2cos)x(F    

Aufgabe 1.2 

(1) dz5dx
5

1

dx

dz
5x

5

1
z   

(2) C5x
5

1
CzC5z

5

1
dz5zdx5x

5

1
)x(F

5
554

4


















   

Aufgabe 1.3 

(1) dz
x3

1
dxx3

dx

dz
xz

2

23   

(2) Ce4Ce4dze4dz
x3

1
ex12dxex12)x(F

33 xzz

2

z2x2    

Aufgabe 1.4 

(1) dz
x4

1
dxx4

dx

dz
1xz

3

34   

(2) 
   

C
1x4

1
C

z4

1
dz

z4

1
dz

x4

1

z

x
dx

1x

x
dx

1x2x

x
)x(F

4232

3

24

3

48

3










   

Aufgabe 1.5 

(1) dz
x2

1
dxx2

dx

dz
8xz 2   

(2) C8x2Cz2dz
z

1
dz

x2

1

z

x2
dx

8x

x2
)x(F 2

2



   

Aufgabe 1.6 

(1) dz
x2

1
dxx2

dx

dz
xaz 22   

(2) CxaCzdz
z2

1
dz

x2

1

z

x
dx

xa

x
)x(F 22

22












   

Aufgabe 1.7 

(1) dz
)xsin(

1
dx)xsin(

dx

dz
)xcos(z   

(2) C)x(cos
3

1
Cz

3

1
dzzdz

)xsin(

1
z)xsin(dx)x(cos)xsin()x(F 33222    
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Aufgabe 1.8 

(1) dz
)xsin(

1
dx)xsin(

dx

dz
)xcos(z   

(2) C
)x(cos3

1
C

z3

1
dz

z

1
dz

)xsin(

1

z

)xsin(
dx

)x(cos

)xsin(
)x(F

33444
   

Aufgabe 1.9 

(1) dz)x(cosdx
)x(cos

1

)x(cos

)x(sin)x(cos

dx

dz

)xcos(

)xsin(
)xtan(z 2

22

22




  

(2) Aus 
)xcos(

)xsin(
)xtan(   folgt außerdem )xtan()xcos()xsin(  . 

(3) C
)xtan(

1
C

z

1
dz

z

1
dz

z)x(cos

)x(cos
dx

)x(tan)x(cos

1
dx

)x(sin

1
)x(F

222

2

222






   

Aufgabe 2.1 

)z(sin1)z(cos1)z(cos)z(sin 2222   

       2222 x1xarcsincosx1)xarcsin(sin1)xarcsin(cos   

Aufgabe 2.2 

  dz)x(sin)xcos()xsin(dz)xsin()xsin()xcos()xsin(dx)xcos()xcos(dx)x(cos 22

 

 x)xcos()xsin(
2

1
dx)x(cos)x(Fx)xcos()xsin(dx)x(cos2

dz)x(cosx)xcos()xsin(dz)x(cos1)xcos()xsin(

22

22








 

Aufgabe 2.3 

(1) y definieren: )xarcsin()x(f:y    

(2) Sinus anwenden: x))x(sin(arcsin)ysin(    

(3) Nach x ableiten: 1y)ycos(   (Kettenregel!) 

(4) Nach y auflösen: 
)ycos(

1
y    

(5) Termumformungen: 
)y(nsi1

1

)y(cos

1
y

22 
   

(6) y einsetzen: 
22 x1

1

))x(arcsin(nsi1

1
y





   

Aufgabe 2.4 

    )aln()aln()bln()aln()bln()bln()aln()bln()aln()bln( beeeea    
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Aufgabe 3.1 

(1) dz)zcos(dx)zcos(
dz

dx
)zsin(x   

(2) )xarcsin(z)zsin(x   

(3)   dz)z(cosdz)zcos()z(cosdz)zcos()z(sin1dxx1)x(F 2222  

   

  C)xarcsin(x1x
2

1

C)xarcsin())x(cos(arcsin))x(sin(arcsin
2

1
Cz)zcos()zsin(

2

1

2
1.2

2.2





 

Aufgabe 3.2 

(1) dz)zcos(3dx)zcos(3
dz

dx
)zsin(3x   

(2) 









3

x
arcsinz)zsin(3x  

(3)   dz)zcos(3)z(sin19dz)zcos(3)z(sin99dxx9)x(F 222

   

 

C
3

x
arcsin3x1x

2

3

C
3

x
arcsinx1

3

x

2

9

C
3

x
arcsin

3

x
arcsincos

3

x
arcsinsin

2

9

z)zcos()zsin(
2

9
dz)z(cos9dz)zcos(3)zcos(3dz)zcos(3)z(cos9

2

2
2.2

1.2
22

























































































 

 

Aufgabe 3.3 

(1) dz
z1

1
dx

z1

1

dz

dx
)zarcsin(x

22 



  

(2) )xsin(z)zarcsin(x   

(3) 





 dz
z1

1
ez1dz

z1

1
e))z(cos(arcsindxe)xcos()x(F

2

z2
3.2

2

))z(sin(arcsin)xsin(  

CeCe )xsin(z   
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Aufgabe 3.4 

(1) dz
z

1
dx

z

1

dz

dx
)zln(x   

(2) xez)zln(x   

(3) Cz
1)aln(

1
dzzdzadz

z

1
zadz

z

1
eadxea)x(F 1)aln()aln(

4,2
)zln()zln()zln()zln(xx 


 



 
C

1)aln(

ea
C

1)aln(

ee
C

1)aln(

e
C

1)aln(

e
C

1)aln(

e
C

1)aln(

z xxx)aln(xx)aln(x1)aln(.x1)aln(x1)aln(


























 

Aufgabe 3.5 

(1) dz
z

1
dx

z

1

dz

dx
)zln(x   

(2) xez)zln(x   

(3) CeCedzedz
z

ze
dz

z

ee
dz

z

e
dxe)x(F

x

)zln(

x ezz
z)zln(z)zln(e

xe 





 


  

Aufgabe 3.6 

(1) dzedxe
dz

dx
ex zzz   

(2) )xln(zex z   

(3)   C)xln(lnC)zln(dz
z

1
dze

)eln(e

1
dx

)xln(x

1
)x(F z

zz
   

Aufgabe 3.7 

(1) dzedxe
dz

dx
ex zzz   

(2) )xln(zex z   

(3) 
 

C
e

1

e

z
Cdz

e

1

e

z
dz

e

z
dze

)e(

eln
dx

x

)xln(
)x(F

zzzzz

z

2z

z

2
   

C
x

1)xln(
C

x

1

x

)xln(
C

e

1

e

)xln(
)xln()xln(
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Aufgabe 3.8 

(1) dzdx1
dz

dx
1zx   

(2) 1xz1zx   

(3) 
   

C
1x

2
C

z

2
dz

z

2
dz

11z

2
dx

1x

2
)x(F

222









   

Aufgabe 3.9 

(1) dzz2dxz2
dz

dx
1zx 2   

(2) 1xz1zx 2   

(3)     Cdz)zcos(2)zcos(z2dz)zsin(z2dzz211zsindx1xsin)x(F 2    

C)1xsin(2)1xcos(1x2C)zsin(2)zcos(z2   

Aufgabe 3.10 

(1) dzz2dxz2
dz

dx
z1x 2   

(2) x1zz1x 2   

(3) 
 

  Czz
3

1
2dz1z2dz

z

z2z2
dzz2

z11

z1
dx

x1

x
)x(F 32

2

3

2

2




















   

      Cx12x
3

2
C3x1x1

3

2
C3x1x1

3

2
C3zz

3

2 22 




   

Aufgabe 3.11 

(1) dz
z

1
dx

z

1

dz

dx

z

1
x

22
  

(2) 
x

1
z

z

1
x   

(3) 





























 dz

1
z

1
z

1
dz

1
z

1
z

z
dz

z

1

1
z

1

z

1

1
dx

1xx

1
)x(F

22

2
222

 

C
x

1
arcsinC)zarcsin(dz

z1

1
dz

1
z

1
z

1 3.2

2

2

2
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Aufgabe 3.12 

(1) 
   

dz
1z

2
dx

1z

2

dz

dx

1z

1z
x

22









  

(2)      x11xzx1zxz1zxxz1z1zx
1z

1z
x 




  

x1

x1

1x

x1
z









  

(3) 
   

 

 

 

 
dz

1z

2

1z

1z

1z

1z

2
dz

1z

2

1
1z

1z

2
dx

1x

2
)x(F

2

2

2

2

2222  






























  

   

 

 

 

         
dz

1z1z

4
dz

1z

2

1z1z

1z2
dz

1z

2

1z

1z1z

2
22222

2

2

2

22  
















  

   
C

x1

x1
lnC)zln(dz

z

1
dz

z4

4
dz

1z2z1z2z

4
22



















   

Aufgabe 3.13 

(1)      dz2z2dx2z21z2
dz

dx
1zx 2

  

(2)   1xz1zx 2
  

(3)     Cdz2z
3

2
2z2z

3

2
dz2z2zdx1x)x(F 2

3

2

3

   

   

        

    C2x31x
15

4

C51x31x
15

4
C5z3z

15

4
Cz25z5z

15

4

Czz
15

8
z

15

20
zz

15

20
Cz

15

8
2z2z

15

10
Cz

5

2

3

4
2z2z

3

2

3

333

333532

5

2

3







 


